
金潮渊

信息与电子工程学院，微纳电子研究所

1

量子与统计基础

第六章：算符与矩阵



C6-1厄米算符和可观测量
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课程回顾

HBT实验与光子反聚束：

• HBT实验是一种检验光场强度相关性的实验方法，经常用来区

分经典光源和非经典光源。

• HBT实验所记录的二阶关联函数，在粒子数表象下可表达为：

• 根据二阶关联函数，光源可分为：(1)聚束光源𝑔 ଶ 0  1；

(2)相干光源，𝑔 ଶ 0 ൌ 1；(3)反聚束光源，𝑔 ଶ 0 ൏ 1。

• 光子反聚束实验实际上是第一个只能用量子理论解释的量子光

学实验。
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𝑔 ଶ 𝜏 ൌ
𝑛ଵ 𝑡 𝑛ଶ 𝑡  𝜏
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波函数与算符

• 波函数和算符是量子理论的基石。体系的状态由波函数表示；可观测量用算符表示。

• 从矩阵力学角度来看，波函数满足抽象矢量的定义条件；算符作为线性变换作用于矢量之上。
因此，线性代数是量子力学的自然语言。

• 在 N 维空间里，可以定义一套正交归一的基矢量，空间内的矢量 𝒂 都可以定义成映射在基矢
量上的分量 𝑎 ，即

• 两个矢量的内积则定义为 𝛼 𝛽 ൌ 𝑎ଵ
∗𝑏ଵ  𝑎ଶ

∗𝑏ଶ  ⋯ 𝑎ே
∗ 𝑏ே，是一个复数。线性变换 T 则用矩阵表示，比如
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|𝛼⟩ ൌ 𝒂 ൌ

𝑎ଵ
𝑎ଶ
⋮

𝑎ே

|𝛽⟩ ൌ 𝑇|𝛼ൿ → 𝜷 ൌ 𝑇𝒂 ൌ

𝑡ଵଵ 𝑡ଵଶ
𝑡ଶଵ 𝑡ଶଶ

⋯ 𝑡ଵே
⋯ 𝑡ଶே

⋮ ⋮
𝑡ேଵ 𝑡ேଶ

⋮
⋯ 𝑡ேே

𝑎ଵ
𝑎ଶ
⋮

𝑎ே



希尔伯特空间

• 量子力学中的波函数一般是归一化的 Ψ ଶ𝑑𝑥 ൌ 1，假设在特定区域内平方可积函数的集合

𝑓 𝑥 满足 𝑓 𝑥 ଶ𝑑𝑥 ൏ ∞，构成一个矢量空间，称为希尔伯特空间。量子力学中的波函数存在

于希尔伯特空间中。

• 在希尔伯特空间中可以定义波函数的内积 𝑓 𝑔 ≡  𝑓∗ 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥
 ，这时有 𝑔 𝑓 ൌ 𝑓 𝑔 ∗。

• 如果一个波函数与自身的内积为1，我们称波函数是归一化的；如果两个波函数之间的内积为0
，那么这两个波函数是正交的；如果存在一组函数既是归一的也是相互正交的，则称它们是正
交归一的，即 𝑓 𝑓 ൌ 𝛿。

• 如果存在一组函数，希尔伯特空间中的其他任何函数都能表示为这组函数的线性组合，那么这
组函数是完备的，即

如果 𝑓 𝑥 是正交归一的，则𝑐 ൌ 𝑓 𝑓 。
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𝑓 𝑥 ൌ  𝑐𝑓 𝑥
ஶ

ୀଵ



厄米算符

• 可观测量 𝑄 的期望值可以用内积符号简洁地表示出来

• 一般认为测量的结果是实数，所以 𝑄 ∗ ൌ 𝑄 ，而且 Ψ 𝑄Ψ ൌ 𝑄Ψ Ψ 。如果 𝑓 𝑄𝑓 ൌ 𝑄𝑓 𝑓
对任何𝑓 𝑥 成立，我们称这样的算符 𝑄 为厄米算符。

• 对于厄米算符， 𝑓 𝑄𝑔 ൌ 𝑄𝑓 𝑔 成立，所以厄米算符既可以作用在内积的右侧，也可以作用

在内积的左侧。

• 由于厄米算符的期望值为实数，量子力学中的可观测量都是由厄米算符来表示。
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𝑄 ൌ න Ψ∗𝑄Ψ𝑑𝑥 ൌ Ψ 𝑄Ψ



确定值态

• 在量子测量中，由于不确定性原理，每次测量并不能得到同样的结果。但问题在于，是否能够
找到一个态使得每次观测 𝑄 都得到同样的值 𝑞。我们称这样的态为观测 𝑄 的确定值态。

• 我们知道，测量一个粒子处于定态 𝜓 时的总能量，必定得到相应的能量本征值 𝐸。因为 𝑄
的标准差在定态时应该为零

因此 𝑄Ψ ൌ 𝑞Ψ。确定值态是 𝑄 的本征函数，𝑞 是对应的本征值。在确定值态上测量得到的结

果是本征值。

• 算符所有本征函数的集合称为算符的本征函数系，所有本征值的集合称为算符的本征值谱。有
时两个或者多个线性独立的本征函数对应于相同的本征值，这种情况称之为简并。
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𝜎ଶ ൌ 𝑄 െ 𝑄 ଶ ൌ Ψ 𝑄 െ 𝑞 ଶΨ ൌ 𝑄 െ 𝑞 Ψ 𝑄 െ 𝑞 Ψ ൌ 0



算符举例

• 定态薛定谔方程

• 对于给定势场，可以得到一系列特解 𝜓 ，相应的能量本征值为 𝐸 。因此在态 𝜓 上，对粒
子总能量的测量 𝐻 具有固定的值 𝐸。𝜓 称为算符 𝐻 的本征态，也是算符 𝐻 的确定值态，𝐸
称为算符 𝐻 的本征值。 𝜓 组成 𝐻 的本征函数系， 𝐸 组成 𝐻 的本征值谱。

• 当解 𝐻 的本征方程，得到的某一本征值 𝐸 可能对应不止一个本征函数，而是 f 个线性无关的
本征函数 𝜓ଵ，𝜓ଶ，… 𝜓。这种情况称为 f 度简并。即有
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𝐻𝜓 ൌ 𝐸𝜓

𝐻𝜓 ൌ 𝐸𝜓         𝑖 ൌ 1,2, … 𝑓



分立谱(1)

• 厄米算符的本征函数，即可观测量的定态，可以分成两类情况讨论：（1）分立谱。本征值是
分立的；本征函数处于希尔伯特空间中，并构成物理上可实现的态。（2）连续谱。本征值连
续；本征函数不可归一化。

• 某些算符仅有分立谱（谐振子的哈密顿量）；某些算符仅有连续谱（自由粒子的哈密顿量）；
某些既有分立谱，也有连续谱（有限深方势阱中粒子的哈密顿量）。

定理一：厄米算符可归一化的本征函数的本征值是实数。

假设𝑄𝑓 ൌ 𝑞𝑓，并且 𝑓 𝑄𝑓 ൌ 𝑄𝑓 𝑓 ，那么有𝑞 𝑓 𝑓 ൌ 𝑞∗ 𝑓 𝑓 ，因此𝑞 ൌ 𝑞∗，证毕。

定理二：厄米算符属于不同本征值的本征函数是正交的。

假设𝑄𝑓 ൌ 𝑞𝑓，𝑄𝑔 ൌ 𝑞ᇱ𝑔，𝑄是厄米算符， 𝑓 𝑄𝑔 ൌ 𝑄𝑓 𝑔 ，那么有𝑞ᇱ 𝑓 𝑔 ൌ 𝑞 𝑓 𝑔 ，其中𝑞ᇱ ്
𝑞，因此 𝑓 𝑔 ൌ 0，证毕。
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分立谱(2)

• 这就是为什么任意形状无限深势阱的定态波函数都是正交的，因为它们都是哈密顿量（可观测
量）具有不同本征值的本征函数。注意：这不是哈密顿量所独有的性质，而是对所有可观测量
的定态波函数都成立。

• 对于简并的情况，可以利用格拉姆∙施密特（Gram‐Schmidt）正交化步骤构建正交化的本征函
数。因此，即使简并存在，本征函数仍然可以选择正交。

公理：可观测量算符的本征函数是完备的。

在有限维的矢量空间中，厄米矩阵的本征矢量构成一个希尔伯特空间，即任何一个矢量都可以用
本征矢量的线性组合来表示。

其中
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𝑓 𝑥 ൌ  𝑐𝑓 𝑥
ஶ
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连续谱(1)

• 如果一个厄米算符的谱是连续的，由于内积可能不存在，其本征函数是不归一化的，定理一和
定理二的证明就不成立。然而在某种意义上的三个基本性质（实数性，正交性，完备性）依然
成立。下面给出一个实例。

实例一：动量算符的本征值和本征函数。

假设𝑓 𝑥 是本征函数，p 是本征值

上式的一般解为

对于任何（复数的）p 值，解都不是平方可积的，即动量算符在希尔伯特空间内没有本征函数。
然而对于实数的本征值，我们可以得到一个人为的正交归一性。
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ℏ
𝑖

𝑑
𝑑𝑥 𝑓 𝑥 ൌ 𝑝𝑓 𝑥
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න 𝑓ᇲ
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ஶ
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ஶ
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连续谱(2)

如果我们取𝐴 ൌ 1/ 2𝜋ℏ，则有

那么我们构造出

这被称为狄拉克正交归一性，现在的指标是一个连续的变量，克罗内克符号变成了狄拉克符号。

对于实数本征值，不仅正交归一性成立，其本征函数也是完备的，任何函数𝑓 𝑥 都可以写成

其系数为
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连续谱(3)

• 尽管 𝑝 的本征函数不处于希尔伯特空间内，但其中具有实数本征值的一部分，具有准正交归一
性，它们不是可测量的物理态，但仍然很有用。

• 更一般地，如果厄米算符的谱是连续的，本征函数不可归一化，它们不在希尔伯特空间内并且
不能代表可能的物理态；然而具有实数本征值的本征函数具有狄拉克正交归一性，并且是完备
的。
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广义统计诠释

• 如果测量一个处于Ψ 𝑥, 𝑡 态的粒子的可观测量𝑄 𝑥, 𝑝 ，其结果一定是厄米算符 𝑄 的一个本征
值。

• 如果 𝑄 的谱是分立的，得到正交归一函数𝑓 𝑥 相应的本征值 𝑞 的概率是 𝑐
ଶ，其中𝑐 ൌ

𝑓 Ψ 。

• 如果 𝑄 的谱是连续的，具有实数本征值 𝑞 𝑧 以及狄拉克正交归一的本征函数𝑓௭ 𝑥 ，则得到结
果在 𝑑𝑧 中的概率是 𝑐 𝑧 ଶ𝑑𝑧，其中𝑐 𝑧 ൌ 𝑓௭ Ψ 。

• 测量之后，波函数坍缩到相应的本征态。这就是所谓的波函数的广义统计诠释。
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参考文献

• 厄米算符和可观测量主要参考：

• 教材David J. Griffiths, and Darrell F. Schroeter, Introduction to Quantum Mechanics (3rd Edition), Cambridge 
University Press (2018). 第3.1-3.4节。
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C6-2矢量和狄拉克符号
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课程回顾

厄米算符和可观测量：

• 量子力学中的可观测量一般情况下由厄米算符来表示。厄米算符的期望值为实数，满足

• 量子力学中的确定值态是算符的本征函数。算符所有本征函数的集合称为算符的本征函数系，

所有本征值的集合称为算符的本征值谱。

• 如果厄米算符的本征值谱是分立的：（1）厄米算符可归一化本征函数的本征值是实数；（2）

厄米算符属于不同本征值的本征函数是正交的；（3）可观测量算符的本征函数是完备的。

• 如果厄米算符的本征值谱是连续的，本征函数不可归一化，它们不在希尔伯特空间内并且不能

代表可能的物理态；然而具有实数本征值的本征函数具有狄拉克正交归一性，并且是完备的。
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坐标变换

• 在 N 维空间里，可以定义一套正交归一的基矢量，空间内的矢量 𝒂 都可以定义成映射在基矢
量上的分量 𝑎 ，即

• 以二维空间的矢量 A 为例，我们可以建立直角坐标轴 𝑥 和 y，并且规定𝐴௫ ൌ 𝒊 · 𝑨，𝐴௬ ൌ 𝒋 · 𝑨
，也完全可以建立另一种坐标轴 𝑥′ 和 𝑦′，并且规定𝐴௫

ᇱ ൌ 𝒊′ · 𝑨，𝐴௬
ᇱ ൌ 𝒋′ · 𝑨。但它们是同一矢

量，即矢量本身存在于空间中，不依赖于坐标系的选择。
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矢量

• 量子力学中的波函数存在于希尔伯特空间中，满足抽象矢量的定义条件。因此可以由希尔伯特
空间中的矢量符号来表示，即|𝒮 𝑡 ⟩。

• 我们可以用任何不同的基来表示它，比如波函数在直角坐标系中可以表示为，Ψ 𝑥, 𝑡 ൌ
𝑥 𝒮 𝑡 ，Ψ 𝑥, 𝑡 相当于|𝒮 𝑡 ⟩用坐标本征函数的基表示时的展开系数。同理，动量空间中的波
函数可以表示为， 𝛷 𝑝, 𝑡 ൌ 𝑝 𝒮 𝑡 ，𝛷 𝑥, 𝑡 相当于|𝒮 𝑡 ⟩用动量本征函数的基表示时的展开
系数。或者，我们可以把|𝒮 𝑡 ⟩用能量本征函数的基展开，即𝑐 𝑡 ൌ 𝑛 𝒮 𝑡 。

• 以上三种展开方法表示的都是同一个波函数
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|𝒮 𝑡 ⟩ ⟶ න Ψ 𝑦, 𝑡 𝛿 𝑥 െ 𝑦 𝑑𝑦 ൌ න Φ 𝑝, 𝑡
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算符的矩阵表达

算符是一种线性变换，可以将一个矢量变换成另一个矢量，即

考虑一组基 ห𝑒ൿ ，不同的矢量可以由它们在基上的分量来表示，如

和

在这组基上的算符可以表示为

因此
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|𝛽⟩ ൌ 𝑄|𝛼⟩

|𝛼⟩ ൌ  𝑎ห𝑒ൿ


𝑎 ൌ 𝑒 𝛼 |𝛽⟩ ൌ  𝑏ห𝑒ൿ


𝑏 ൌ 𝑒 𝛽

𝑄 ൌ 𝑒 𝑄 𝑒

|𝛽⟩ ൌ  𝑏ห𝑒ൿ


ൌ  𝑎𝑄ห𝑒ൿ


 𝑏 𝑒 𝑒


ൌ  𝑎 𝑒 𝑄 𝑒


𝑏 ൌ  𝑄𝑎




表象

• 希尔伯特空间中的坐标系又被称作表象。选择不同力学量的本征函数（本征矢量）为基，就对
应于不同的坐标系，也就是对应于不同的表象。

• 不仅波函数（矢量）在不同的表象下的表达不同，算符在不同表象下的表达也不同，举一个我
们熟悉的简单例子
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𝑥ො 位移算符 → ൞
𝑥                  位移表象

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑝          动量表象

𝑝 动量算符 → ൞െ𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑥         位移表象

𝑝                   动量表象



狄拉克(Paul Dirac,1902-1984)

• 保罗ꞏ狄拉克，英国理论物理学家，量子力学的奠基者之一，
对量子电动力学早期的发展作出重要贡献。

• 1928年他把相对论引进了量子力学，建立了相对论形式的薛
定谔方程，也就是著名的狄拉克方程。这一方程具有两个特
点：一是满足相对论的所有要求，适用于运动速度无论多快
电子；二是它能自动地导出电子有自旋的结论，并且从理论
上预言了正电子的存在。他因创立有效的、新型式的原子理
论而获得1933年的诺贝尔物理学奖。

• 狄拉克是量子辐射理论的创始人，曾经和费米各自独立发现
了费米-狄拉克统计法。

• 狄拉克建议把内积 𝛼 𝛽 分成两部分，称之为左矢⟨𝛼|，和右矢
|𝛽⟩。后者是一个矢量，前者其实是定义在波函数上的泛函。
这就是狄拉克代数。
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狄拉克符号(1)

• 在函数空间中，狄拉克符号中的左矢和右矢分别可以表示为

• 在矩阵表达中，左矢表示为一个行矩阵，右矢则表示为一个列矩阵

• 所有的左矢集合构成了另外一个矢量空间，即所谓的对偶空间。
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⟨𝑓| ൌ න 𝑓∗ … 𝑑𝑥 |𝑓⟩ ൌ න 𝑓 … 𝑑𝑥

|𝛼⟩ ൌ

𝛼ଵ
𝛼ଶ
𝛼ଷ
⋯

𝛼ିଵ
𝛼

⟨𝛼| ൌ 𝛼ଵ
∗ 𝛼ଶ

∗ 𝛼ଷ
∗ ⋯ 𝛼ିଵ

∗ 𝛼
∗



投影算符

• 狄拉克符号允许左矢分开处理，提供了一个有力而且简洁的工具。举例来说，假如|𝛼⟩是一个
归一化的矢量。我们可以定义算符𝑃 ≡ |𝛼⟩⟨𝛼|，它可以从任意矢量中选出沿|𝛼⟩方向的部分

因此我们称它为|𝛼⟩张成的一维子空间的投影算符。

• 如果 ห𝑒ൿ 是一组分立的正交归一的基矢量 𝑒 𝑒 ൌ 𝛿，则有 ，即所谓的恒等

算符。将恒等算符作用在任意一个矢量|𝛼⟩上

• 类似地，如果 ห𝑒௭ൿ 是一组连续的狄拉克正交归一的基矢量 𝑒௭ 𝑒௭ᇲ ൌ 𝛿 𝑧 െ 𝑧′ ，则有
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𝑃|𝛽⟩ ≡ 𝛼 𝛽 |𝛼⟩

ห𝑒ൿൻ𝑒ห ൌ 1


ห𝑒ൿ 𝑒 𝛼 ൌ |𝛼⟩


නห𝑒௭ൿൻ𝑒௭ᇲห 𝑑𝑧 ൌ 1



狄拉克符号(2)

• 在厄米算符的定义中，我们使用了 𝑓 𝑄𝑓 ൌ 𝑄𝑓 𝑓 。如果用左矢和右矢的方式展开，应当写

作 𝑓 𝑄 𝑓 ，但这里ൻ𝑄𝑓ห实际上是𝑄|𝑓ൿ在对偶空间中的矢量，ൻ𝑄𝑓ห ൌ ⟨𝑓|𝑄ற。

• 算符代表着矢量之间的转换，因此我们可以用狄拉克符号表示算符之间的运算，比如

a. 求和

b. 相乘

• 有些场合，也可以定义算符的函数，但需要非常小心，比如
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𝑄  𝑅 |𝛼⟩ ൌ 𝑄|𝛼⟩  𝑅|𝛼⟩

𝑄𝑅|𝛼⟩ ൌ 𝑄 𝑅|𝛼⟩

𝑒ொ ≡ 1  𝑄 
1
2 𝑄ଶ 

1
3! 𝑄ଷ  ⋯

1
1 െ 𝑄

≡ 1  𝑄  𝑄ଶ  𝑄ଷ  ⋯



表象变换(1)

• 狄拉克符号让我们不用过多考虑基矢量的问题。比如我们可以定义不同的基上的恒等算符

• 所以希尔伯特空间中一般矢量|𝒮 𝑡 ⟩分别表示为
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1 ൌ න 𝑑𝑥|𝑥⟩⟨𝑥| 1 ൌ න 𝑑𝑝|𝑝⟩⟨𝑝| 1 ൌ |𝑛⟩⟨𝑛|


|𝒮 𝑡 ⟩ ൌ න 𝑑𝑥 |𝑥⟩ 𝑥 𝒮 𝑡 ≡ න Ψ 𝑥, 𝑡 |𝑥⟩𝑑𝑥

|𝒮 𝑡 ⟩ ൌ න 𝑑𝑝 |𝑝⟩ 𝑝 𝒮 𝑡 ≡ න Φ 𝑝, 𝑡 |𝑝⟩𝑑𝑝

|𝒮 𝑡 ⟩ ൌ |𝑛⟩ 𝑛 𝒮 𝑡


≡  𝑐 𝑡 |𝑛⟩




表象变换(2)

• 以位移和动量算符为例，在位移表象下

在动量表象下

• 在狄拉克符号表示中
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𝑥ො → 𝑥

𝑥ො → 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑝

𝑥 𝑥ො 𝒮 𝑡 ൌ 𝑥Ψ 𝑥, 𝑡

𝑝 𝑥ො 𝒮 𝑡 ൌ 𝑖ℏ
𝜕Φ 𝑥, 𝑡

𝜕𝑝



表象变换(3)

• 假设算符𝐴መ和𝐵的完备的本征矢量系分别为 ห𝑎ൿ 和 ห𝑏ൿ ，它们所张开的空间分别成为A表象和

B表象，可以定义两表象下的变换算符为𝑈，即有

• 表象变换算符𝑈是所谓的幺正算符，即有
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ห𝑏ൿ ൌ 𝑈ห𝑎ൿ

𝑈 ൌ ห𝑏ൿൻ𝑎ห


𝑈ற𝑈 ൌ 𝑈𝑈ற ൌ 1

𝑈ற𝑈 ൌ ห𝑏ൿൻ𝑎ห


ற

ห𝑏ൿൻ𝑎ห


ൌ ห𝑎ൿ 𝑏 𝑏 ൻ𝑎ห
,

ൌ ห𝑎ൿൻ𝑎ห𝛿
,

ൌ ห𝑎ൿൻ𝑎ห


ൌ 1



参考文献

• 矢量和狄拉克符号主要参考：

• 教材David J. Griffiths, and Darrell F. Schroeter, Introduction to Quantum Mechanics (3rd Edition), Cambridge 
University Press (2018). 第3.6节。

• 坐标表象部分的内容主要参考：

• 汪德新，《量子力学（第二版）》，第3.2节。
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C6-3对易关系和不确定性原理

30



课程回顾

矢量与狄拉克符号：

• 量子力学中的波函数存在于希尔伯特空间中，满足抽象矢量的定义条件。因此可以由希尔伯特

空间中的矢量符号来表示。

• 算符是一种线性变换，可以将一个矢量变换成另一个矢量。

• 希尔伯特空间中的坐标系又被称作表象。选择不同力学量的本征函数（本征矢量）为基，就对

应于不同的坐标系，也就是对应于不同的表象。

• 假设算符𝐴መ和𝐵的完备的本征矢量系分别为 ห𝑎ൿ 和 ห𝑏ൿ ，它们所张开的空间分别成为A表象和

B表象，可以定义两表象下的变换算符为𝑈，表象变换算符𝑈是所谓的幺正算符。
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力学量的平均值(1)

• 当粒子处于算符 𝐴መ 的某一本征态 ห𝜓ൿ 时，力学量 𝐴 将有确定值 𝜆，绝不会是任何别的值。

例如，处于哈密顿量算符 𝐻 本征态基态ห𝜓ൿ的一维谐振子，其能量为 𝐸 ൌ ଵ
ଶ

ℏ𝜔 。对处于基态

的一维谐振子进行能量值的测量，将得到唯一确定的值。

𝐴መ 的归一化的本征态ห𝜓ൿ满足

左乘⟨𝜓|，得到

所以
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此即在 𝐴መ 的本征态ห𝜓ൿ中，对 𝐴መ 值进行测量结果的表达式！

𝐴መห𝜓ൿ ൌ 𝜆ห𝜓ൿ

⟨𝜓|𝐴መห𝜓ൿ ൌ ⟨𝜓|𝜆ห𝜓ൿ

𝜆 ൌ ⟨𝜓|𝐴መห𝜓ൿ



力学量的平均值(2)

• 当粒子处于算符 𝐴መ 的非本征态 |𝜙⟩， 可由本征态的线性叠加表示

此时对 𝐴መ 的测量，将不能得到确定值，有可能是特征值谱系中的任何一个（𝜆ଵ, 𝜆ଶ, 𝜆ଷ, …），
但不会是特征值谱意外的其他值。而且各测量结果 𝜆 对应的几率为 𝑃 。测量平均值为

其中

同时我们知道
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|𝜙⟩ ൌ  𝑐ห𝜓ൿ


𝐴 ൌ  𝑃𝜆


 𝑃


ൌ 1

𝐴 ൌ ⟨𝜙|𝐴መ|𝜙⟩



力学量的平均值(3)

所以

如果 𝜙 𝜙 ൌ 1，则

如果对态|𝜙⟩的测量，坍缩到任意本征态ห𝜓ൿ，则

算符与矩阵 34

𝐴 ൌ ⟨𝜙|𝐴መ|𝜙⟩ ൌ  𝑐
∗ ⟨𝜓|



𝐴መ  𝑐ห𝜓ൿ


ൌ  𝑐
∗ ⟨𝜓|



 𝑐𝜆ห𝜓ൿ


ൌ  𝜆𝑐
∗ 𝑐

,

𝜓 𝜓 ൌ  𝜆 𝑐
ଶ



 𝑐
ଶ



ൌ 1

𝑃 ൌ 𝑐
ଶ

𝐴 ൌ ⟨𝜓|𝐴መห𝜓ൿ ൌ 𝜆



力学量同时有确定值的条件

• 同一态中，粒子的坐标和动量不可能同时有确定值，动能和势能也不可能同时有确定值，但
不等于说任何两个力学量都不可能同时有确定值。力学量 𝐴 和 𝐵 在态 |𝜙⟩ 中同时有确定值的
条件是：算符 𝐴መ 和 𝐵 可对易，𝐴መ𝐵 ൌ 𝐵𝐴መ。而且𝐴መ 和 𝐵有共同的本征函数系。

证明：假设算符 𝐴መ 和 𝐵 可对易，ห𝜓ൿ是 𝐴መ 的任一本征函数，相应的本征值为 𝜆（假设无简并）

用算符 𝐵 左乘两边，可得

由上式可知，𝐵ห𝜓ൿ 也是 𝐴መ 的、属于本征值 𝜆 的本征函数。已知 𝜆 无简并，属于 𝜆 的本征函

数只有一个，所以 𝐵ห𝜓ൿ 和 ห𝜓ൿ 描写的是同一状态，它们最多相差一个常数因子。

• 当 𝐴መ 和 𝐵 可对易，则 𝐴መ 的本征函数也是 𝐵 的本征函数，它们有共同的本征函数系。在用一态
中，力学量 𝐴 具有确定的值 𝜆 ，力学量 𝐵 具有确定的值 𝜂 ，满足𝐵ห𝜓ൿ ൌ 𝜂ห𝜓ൿ。
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𝐴መห𝜓ൿ ൌ 𝜆ห𝜓ൿ

𝐵𝐴መห𝜓ൿ ൌ 𝐴መ𝐵ห𝜓ൿ ൌ 𝜆𝐵ห𝜓ൿ



不确定性原理(1)

• 位移和动量之间的不确定性原理

对于任意一个厄米算符 𝐴መ（可观测量𝐴）

这里

同理可得，对于任意一个厄米算符 𝐵（可观测量𝐵）

由施瓦茨不等式得到

对于任意一个复数 z 有
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𝜎௫ · 𝜎 
ℏ
2

𝜎
ଶ ൌ 𝐴መ െ 𝐴 ଶ ൌ 𝐴መ െ 𝐴 𝜓 𝐴መ െ 𝐴 𝜓 ൌ 𝑓 𝑓

𝑓 ൌ 𝐴መ െ 𝐴 𝜓

𝜎
ଶ ൌ 𝐵 െ 𝐵 ଶ ൌ 𝐵 െ 𝐵 𝜓 𝐵 െ 𝐵 𝜓 ൌ 𝑔 𝑔

𝜎
ଶ𝜎

ଶ ൌ 𝑓 𝑓 𝑔 𝑔  𝑓 𝑔 ଶ

𝑧 ଶ  Im 𝑧 ଶ ൌ
1
2𝑖 𝑧 െ 𝑧∗

ଶ



不确定性原理(2)

综合以上两个不等式得到

这里

同理有

所以

我们得到了不确定性原理的一般表达式
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𝜎
ଶ𝜎

ଶ  𝑓 𝑔 ଶ 
1
2𝑖 𝑓 𝑔 െ 𝑔 𝑓

ଶ

𝑓 𝑔 ൌ 𝐴መ െ 𝐴 𝜓 𝐵 െ 𝐵 𝜓 ൌ 𝜓 𝐴መ െ 𝐴 𝐵 െ 𝐵 𝜓 
ൌ 𝜓 𝐴መ𝐵 െ 𝐴መ 𝐵 െ 𝐵 𝐴  𝐴 𝐵 𝜓 ൌ 𝜓 𝐴መ𝐵𝜓 െ 𝐵 𝜓 𝐴መ𝜓 െ 𝐴 𝜓 𝐵𝜓  𝐴 𝐵 𝜓 𝜓

ൌ 𝐴መ𝐵 െ 𝐵 𝐴 െ 𝐴 𝐵  𝐴 𝐵 ൌ 𝐴መ𝐵 െ 𝐵 𝐴

𝑔 𝑓 ൌ 𝐵𝐴መ െ 𝐴 𝐵

𝑓 𝑔 െ 𝑔 𝑓 ൌ 𝐴መ𝐵 െ 𝐵𝐴መ ൌ 𝐴መ, 𝐵

𝜎
ଶ𝜎

ଶ 
1
2𝑖 𝐴መ, 𝐵

ଶ



不确定性原理(3)

对于两个典型的可观测量：坐标（𝐴 ൌ 𝑥）和动量（𝐵 ൌ ℏ


ௗ
ௗ௫
）有

所以

这就是海森堡的不确定性原理

• 事实上，每一对算符不对易的可观测量的都存在一个“不确定原理”— 我们称它们为不相容
可观测量。不相容可观测量没有完备的共同本征函数系。

• 不确定原理并不是量子力学中一个额外的假设，而是统计诠释的结果。你当然可以测量一个粒
子的位置，但是测量本身使波函数坍塌为一个尖峰，这样波的傅立叶展开中波长（动量）分布
范围很宽。如果你此时再去测量动量，这个态就会坍塌为一个长正弦波，具有确定的波长。但
是此刻的粒子已经不再处于第一次测量时你得到的位置。只有波函数同时是两个力学量的本征
态时，才有可能在不破坏粒子的状态的情况下进行第二次测量。
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𝑥, 𝑝 ൌ 𝑖ℏ

𝜎
ଶ𝜎

ଶ 
1
2𝑖 𝐴መ, 𝐵

ଶ

𝜎௫
ଶ𝜎

ଶ 
1
2𝑖 𝑥ො, 𝑝

ଶ

ൌ
ℏ
2

ଶ

𝜎௫ · 𝜎 
ℏ
2



能量-时间不确定性原理(1)

当测量一个体系变化的快慢时，我们可以算可观测量的期望值对时间的导数

由薛定谔方程

所以

对于两个可观测量：𝐴መ ൌ 𝐻和𝐵 ൌ 𝑄有（ 𝑄 不显含时间）

所以
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𝑑
𝑑𝑡 𝑄 ൌ

𝑑
𝑑𝑡 𝜓 𝑄𝜓 ൌ 𝜕𝜓

𝜕𝑡 𝑄𝜓  𝜓 𝜕𝑄
𝜕𝑡 𝜓  𝜓 𝑄 𝜕𝜓

𝜕𝑡

𝑖ℏ
𝜕𝜓
𝜕𝑡 ൌ 𝐻𝜓

𝑑
𝑑𝑡 𝑄 ൌ

𝑖
ℏ 𝐻, 𝑄 

𝜕𝑄
𝜕𝑡

𝜎ு
ଶ𝜎ொ

ଶ 
1
2𝑖 𝐻, 𝑄

ଶ

ൌ
ℏ
2

ଶ 𝑑
𝑑𝑡 𝑄

ଶ

𝜎ு𝜎ொ 
ℏ
2

𝑑
𝑑𝑡 𝑄



能量-时间不确定性原理(2)

我们定义能量和时间的变化量

所以

这就是能量-时间不确定性原理。

• 这里Δt完全依赖于你所关心的那个可观测量（Q）— 对有的可观测量变化较快，而有些较慢。
但是，如果ΔE很小的话，则所有的可观测量的变化速率一定是非常平缓的；或者，换言之，
假如任一可观测量变化很快的话，能量的“不确定”必定很大。

• 常常有人说，不确定原理意味着量子力学中能量不是严格守恒— 就是说你被允许“借出”能
量ΔE , 只要在Δ𝑡~ ℏ 2Δ𝐸⁄ 时间内还回；违背守恒越大，它所经历的时间越短。注意：量子力学
在任何地方都不允许违背能量守恒，在推导公式 的过程中显然也没有违背能量守恒。但是不
确定原理是如此强大坚实，从而很多物理学家习惯于这样应用它。
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𝜎ு ൌ Δ𝐸 𝜎ொ ൌ
𝑑
𝑑𝑡 𝑄 Δ𝑡

Δ𝐸 · Δ𝑡 
ℏ
2



真空场和虚光子

• 一维谐振子模型下，我们解薛定谔方程，得到振子的零
点能量。

• 真空中充满了任意频率电磁波的真空电磁场，其能量为
光子能量的一半

41

• 亨德里克ꞏ卡西米尔（Hendrik Casimir，1909-2000）于1948年提出的一种真空中金属平板相互
吸引的现象，此效应随后被检测到，并以卡西米尔力为名纪念他。

• 卡西米尔力可以看作真空中虚光子涨落导致的交换力，“虚光子”存在的时间满足能量-时间
不确定性原理，即Δ𝑡~ ℏ 2Δ𝐸⁄ ൌ 1 𝜔⁄ ，大约在10-14秒的量级。

𝐸 ൌ
ℏ𝜔
2



参考文献

• 对易关系和不确定性原理主要参考：

• 教材David J. Griffiths, and Darrell F. Schroeter, Introduction to Quantum Mechanics (3rd Edition), Cambridge 
University Press (2018). 第3.5节。

• 力学量的平均值和不同力学量同时有确定值的条件主要参考

• 仲顺安等，理论物理导论（第3版），北京理工大学出版社。第3-5，3-6小节的内容。
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C6-1纯态和混态
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课程回顾

对易关系与不确定性原理：

• 当粒子处于算符 𝐴መ 的某一本征态 ห𝜓ൿ 时，力学量 𝐴 将有确定值 𝜆。当粒子处于算符 𝐴መ 的非本

征态 |𝜙⟩时，测量将得到特征值谱系中的任何一个（𝜆ଵ, 𝜆ଶ, 𝜆ଷ, …）。对态|𝜙⟩的测量，将坍缩到

任意本征态ห𝜓ൿ和本征值𝜆。

• 力学量 𝐴 和 𝐵 在态 |𝜙⟩ 中同时有确定值的条件是：算符 𝐴መ 和 𝐵 可对易，𝐴መ𝐵 ൌ 𝐵𝐴መ。𝐴መ 和 𝐵将
具有共同的本征函数系。

• 事实上，每一对算符不对易的可观测量都存在一个“不确定原理”— 我们称它们为不相容可
观测量。不相容可观测量没有完备的共同本征函数系。比如位移和动量，时间和能量，粒子数
和相位。
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纯态

• 到现在为止，我们考虑的量子态都是所谓的“纯态”。这里我们回到光子偏振态的实验来理解
纯态这个概念。

• 如果我们考虑一个光学的线性偏振片。从量子力学看来，应该按照态叠加原理来理解这个实验
：即一个偏振方向与晶轴成 𝛼 角的光子，部分地处于沿晶轴方向偏振的态 𝜓௫，部分地处在与

晶轴方向垂直的态 𝜓௬。两个量子态的线性叠加即为|Ψ⟩ ൌ cos 𝛼 ห𝜓௫ൿ  sin 𝛼 ቚ𝜓௬。光子处在

ห𝜓௫ൿ态和ቚ𝜓௬态上的几率分别为cosଶ 𝛼和sinଶ 𝛼。在这种情况下我们一定能找到一种偏振片，

100%的光子都可以通过它。这种能够用波函数线性叠加来描述的态叫做纯态。
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|Ψ⟩ ൌ cos 𝛼 ห𝜓௫ൿ  sin 𝛼 ቚ𝜓௬



密度算符和密度矩阵

• 对于一个纯态波函数|Ψ⟩，算符 A 的期望值为 𝐴 ൌ Ψ 𝐴መ Ψ 。定义一个密度算符（在希尔伯特

空间中，即矢量的投影算符）

• 如果考虑一组正交归一的基函数 ቚ𝑒 ，在这组基函数的表象中，算符 A 的矩阵形式为

所以定义密度矩阵

• 密度算符和密度矩阵具有以下性质
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𝜌ො ≡ |Ψ⟩⟨Ψ|

𝐴 ൌ 𝑒 𝐴መ 𝑒

𝜌 ൌ 𝑒 𝜌ො 𝑒 ൌ 𝑒 Ψ Ψ 𝑒

𝜌ଶ ൌ 𝜌
𝜌ற ൌ 𝜌

Tr 𝜌 ൌ  𝜌


ൌ 1

𝐴 ൌ Tr 𝜌𝐴



混态

• 如果我们假设在光子偏振态的实验中，我们使用的是两束来自于不同激光器的光子。其中一束
激光处于 x 偏振上，另一束激光处于 y 偏振上。或者一般地讲，处于任意两种不同的偏振，即
ห𝜓ଵൿ和ห𝜓ଶൿ的组合上。在这种情况下，我们不能找到一种偏振片，100%的光子都可以通过它。

这个例子等于是告诉我们，某些量子态并不能使用简单的波函数线性叠加来表示，而是波函数
几率（纯态）和经典概率的混合。比如在这个例子里，如果我们使用𝑐ଵห𝜓ଵൿ  𝑐ଶห𝜓ଶൿ的形式，

那我们必然可以找到一种偏振片， 100%的光子都可以通过它。

• 这种不能简单地使用波函数线性叠加而必须部分地借助于经典概率来描述的态叫做混态。
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混态的密度算符和密度矩阵

• 对于混态波函数หΨൿ（注意不能简单地线性叠加），算符 A 的期望值为

，其中𝑝是混态处于หΨൿ上的经典几率。这时我们定义密度算符：

• 如果考虑一组正交归一的基函数 ห𝑒ൿ ，在这组基函数的表象中，定义混态的密度矩阵

这里我们同样会有

但是
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𝐴 ൌ  𝑝 Ψ 𝐴መ Ψ


𝜌 ൌ  𝑝


𝑒 Ψ Ψ 𝑒

𝜌ற ൌ 𝜌

Tr 𝜌 ൌ  𝜌


ൌ 1

𝐴 ൌ Tr 𝜌𝐴

𝜌ො ≡  𝑝หΨൿ⟨Ψ|


0  𝑝  1  𝑝


ൌ 1其中 和

𝜌ଶ ് 𝜌



密度矩阵的性质(1)

我们从混态的密度算符出发

纯态波函数是基函数的展开

在此基函数表象下

同理可得

所以密度矩阵（密度算符）是厄米算符
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𝜌ො ≡  𝑝หΨൿ⟨Ψ|


หΨൿ ൌ  𝑐
 ห𝑒ൿ



𝜌ො ൌ  𝑝  𝑐
 ห𝑒ൿ



 𝑐
 ∗

ൻ𝑒ห


ൌ   𝑝𝑐
 𝑐

 ∗

,

ห𝑒ൿൻ𝑒ห

𝜌 ≡ 𝑒 𝜌ො 𝑒 ൌ  𝑝𝑐
 𝑐

 ∗



𝜌 ≡ 𝑒 𝜌ො 𝑒 ൌ  𝑝𝑐
 𝑐

 ∗



ൌ 𝜌
∗

𝜌ற ൌ 𝜌



密度矩阵的性质(2)

• 考虑密度矩阵对应于基函数ห𝑒ൿ的对角元素， 𝑐
 ଶ

是在纯态 k 中发现 m 态（或者基函数）的

几率，而𝑃 𝑐
 ଶ

是在混态中发现 m 态的几率。

• 所有对角元素的和可以表示为

这是因为我们假设基函数是正交归一的，而且混态中所有纯态的几率和为1。

• 这里我们没有讨论非对角元素，并非它们不重要，它们代表了各态之间的相干性。
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Tr 𝜌 ൌ  𝜌


ൌ   𝑃 𝑐
 ଶ



ൌ  𝑃


 𝑐
 ଶ



ൌ  𝑃


ൌ 1



密度矩阵的性质(3)

考虑算符 𝐴መ 代表的一个可观测量：

在 ห𝑒ൿ 代表的基函数表象下，对角元素为

所以对角元素的和为
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𝑒 𝜌𝐴መ 𝑒 ൌ   𝑝𝑐
 𝑐

 ∗

,

𝑒 𝑒 ൻ𝑒ห𝐴መ ቚ𝑒 ൌ   𝑝𝑐
 𝑐

 ∗

,

𝛿ൻ𝑒ห𝐴መ ቚ𝑒

ൌ   𝑝𝑐
 𝑐

 ∗



ൻ𝑒ห𝐴መ ቚ𝑒

𝜌𝐴መ ൌ   𝑝𝑐
 𝑐

 ∗

,

ห𝑒ൿൻ𝑒ห𝐴መ

Tr 𝜌𝐴መ ≡  𝑒 𝜌𝐴መ 𝑒


ൌ  𝑝


 𝑐
 ∗

ൻ𝑒ห


𝐴መ  𝑐
 ቚ𝑒



ൌ  𝑝


Ψ 𝐴መ Ψ ൌ 𝐴



密度矩阵的性质(4)

同样从混态的密度算符出发

我们可以写出密度算符的平方

注意：我们这里默认了混态之间的基函数正交（实际上也具有归一性），可以参考耦合势阱模型
中我们引入的直和概念。
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𝜌ො ≡  𝑝หΨൿ⟨Ψ|


𝜌ଶ ൌ  𝑝หΨൿ⟨Ψ|


 𝑝หΨൿ⟨Ψ|


ൌ  𝑝𝑝
,

หΨൿ Ψ Ψ ⟨Ψ|

ൌ  𝑝𝑝
,

หΨൿ⟨Ψ|𝛿 ൌ  𝑝
ଶ



หΨൿ⟨Ψ|   𝑝หΨൿ⟨Ψ|


ൌ 𝜌



密度矩阵的含时演化(1)

混态的含时演化过程遵守薛定谔方程：

利用混态的基函数展开，即有

在等式两边左乘⟨𝑒|，得到

取等式两边的复共轭，并置换下标得到（𝐻
∗ ൌ 𝐻）

考虑到
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𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑡 หΨൿ ൌ 𝐻หΨൿ

𝑖ℏ 
𝜕𝑐

 𝑡
𝜕𝑡 ቚ𝑒



ൌ  𝑐
 𝑡 𝐻 ቚ𝑒



𝑖ℏ
𝜕𝑐

 𝑡
𝜕𝑡 ൌ  𝑐

 𝑡 𝐻


这里 𝐻 ൌ 𝑒 𝐻 𝑒

െ𝑖ℏ
𝜕 𝑐

 𝑡
∗

𝜕𝑡 ൌ  𝑐
 𝑡

∗
𝐻



𝜌 ≡ 𝑒 𝜌ො 𝑒 ൌ  𝑝𝑐
 𝑐

 ∗





密度矩阵的含时演化(2)

可以得到

所以

我们得到密度矩阵的含时演化方程，即所谓的Liouville方程
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𝜕𝜌

𝜕𝑡 ൌ  𝑝 𝑐
 𝜕 𝑐

 ∗

𝜕𝑡  𝑐
 ∗ 𝜕𝑐



𝜕𝑡


ൌ
𝑖
ℏ  𝑝 𝑐

  𝑐
 ∗

𝐻


െ 𝑐
 ∗

 𝑐
 𝐻



ൌ
𝑖
ℏ   𝑝𝑐

 𝑐
 ∗



𝐻


െ  𝐻  𝑝𝑐




𝑐
 ∗



𝜕𝜌

𝜕𝑡 ൌ
𝑖
ℏ  𝜌𝐻



െ  𝐻𝜌


ൌ
𝑖
ℏ 𝜌𝐻  െ 𝐻 𝜌 ൌ

𝑖
ℏ 𝜌, 𝐻 

𝜕𝜌
𝜕𝑡 ൌ

𝑖
ℏ 𝜌, 𝐻
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第六章小结

• 量子力学中的可观测量一般情况下由厄米算符来表示。厄米算符的期望值为实数。如果厄米算
符的本征值谱是分立的，则厄米算符的本征函数满足正交归一性和完备性。如果厄米算符的本
征值谱是连续的，本征函数不可归一化，它们不在希尔伯特空间内并且不能代表可能的物理态
；然而具有实数本征值的本征函数具有狄拉克正交归一性，并且是完备的。

• 量子力学中的波函数存在于希尔伯特空间中，可以由希尔伯特空间中的矢量符号来表示。希尔
伯特空间中的坐标系被称作表象。选择不同力学量的本征函数（本征矢量）为基，就对应于不
同的坐标系，也就是对应于不同的表象。表象之间的变换算符为幺正算符。

• 力学量 𝐴 和 𝐵 在态 |𝜙⟩ 中同时有确定值的条件是：算符 𝐴መ 和 𝐵 可对易，𝐴መ𝐵 ൌ 𝐵𝐴መ。𝐴መ 和 𝐵将
具有共同的本征函数系。每一对算符不对易的可观测量都存在一个“不确定原理”— 我们称
它们为不相容可观测量。

• 能够用波函数线性叠加来描述的量子态叫做纯态。不能简单地使用波函数线性叠加而必须部分

地借助于经典概率来描述的量子态叫做混态。混态的密度矩阵为 。
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