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C2-1波动方程及其物理意义
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• 现代量子力学的出发点——波粒二象性

a. 爱因斯坦提出波动性和粒子性需要结合起来。

b. 德布罗意提出物质波假说，汤姆逊通过晶体衍射验证了物质波的存在。

c. 海森堡从物质波假说出发，得出对易关系。海森堡、玻恩、约当发展了矩阵力学。

d. 薛定谔从物质波假说出发，得出量子力学的波动方程，波动力学诞生。玻恩提出了几率波
概念。

e. 泡利和薛定谔证明了矩阵力学和波动力学的等价性。

f. 爱因斯坦和波尔的大辩论。衍生出了薛定谔的猫和EPR佯谬等重要思想实验，以及量子态叠
加原理和量子纠缠等重要概念，深刻影响了第二次量子革命。

课程回顾
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• 微观粒子量子状态用波函数完全描述，波函数确定之后，粒子的任何一个力
学量的平均值及其测量的可能值和相应的几率分布也都被完全确定，波函数
完全描写微观粒子的状态。

• 因此量子力学最核心的问题就是要解决以下两个问题：

a. 在各种情况下，找出描述系统的各种可能的波函数。

b. 波函数如何随时间演化。

• 这些问题在1925年薛定谔(Erwin Schrödinger, 1887-1961)提出了波动方程之后
得到了圆满解决

量子力学的波动方程
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粒子的运动方程

• 牛顿第二定律

薛定谔方程 5

𝜕𝑉 𝑥
𝜕𝑥    𝑚 ·  

𝑑 𝑥 𝑡
𝑑𝑡

力 质量 加速度

𝐹   𝑚 ·   𝑎

𝑚
𝑑 𝑥
𝑑𝑡

𝜕𝑉
𝜕𝑥
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• 波动方程

波的运动方程
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• 平面波解



德布罗意假设：动量为 ，能量为 的自由粒子，可用一频率为 ，波长为 的平面波来描述其
波动性和粒子性：

其中： 。

上式可改写为:

此即自由粒子的波函数，只能取复指数形式。

可将上述自由粒子波函数的概念推广到外力场中的微观粒子，并且原则上可以找到描述波粒二象
性的波函数:

不同情况的粒子有不同的波函数 。

Ψ 𝐴 𝑒𝑥𝑝 𝑖2𝜋
𝒏 · 𝒓

𝜆 𝜈𝑡

Ψ 𝒓, 𝑡

Ψ 𝒓, 𝑡 Ψ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡

Ψ 𝐴 𝑒𝑥𝑝 𝑖 𝒌 · 𝒓 𝜔𝑡 𝜑 𝐴 𝑒𝑥𝑝
𝑖
ℏ 𝒑 · 𝒓 𝐸𝑡

物质波的波动描述
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• 自由粒子

方程的引入(1)

基本想法：描写自由粒子波函数应是所要建立的方程的解
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远小于光速时，粒子的动能和动量的关系:

方程的引入(2)
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比较❶和❸可得

❸

❹

上式即自由粒子的波函数 需要满足的方程，和薛定谔方程只差一项Ψ
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在外力场中，粒子的总能量为动能和势能的和:

公式❶和❸仍然成立：

把势能项加入得到：

组合公式❶和❺得到：

此即薛定谔方程，量子力学的基本方程，方程的解与势函数的具体形式有关。

外场中的粒子
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关于薛定谔方程

• 以上是薛定谔方程的引入过程（猜测过程），而非证明。基本方程的正确性与
否，只有实验才能验证。

• 方程中有虚数i，方程的解总是复函数。

• 方程中对时间只有一阶偏微分，和波动方程不同。因此只要知道初始时刻的值
，就可得到积分常数。

• 方程中出现对坐标的二阶偏微分，要求波函数及其一阶导数连续。

• 薛定谔方程是线性方程，和粒子的运动方程不同（牛顿第二定律）。
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波函数的物理意义

经典平面波的波动表达式中， 都是有明确物理意义的物理量，所谓的波动即这些物理量随时
间和空间的波动。波函数 的物理意义是什么？
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电子束衍射实验
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电子束衍射实验的分析

• 波动性：对比光波的衍射实验，电子波的强度正比于波函数的模平方 ，
通过测量衍射条纹计算出的波长，与 一致。

• 粒子性：一个电子只能形成一个感光点，一个电子绝不会形成衍射条纹。

• 当电子束流量大，短时间内显示清晰的衍射条纹；当电子一个一个通过，当量
少时，杂乱无章，无规律；若时间足够长，能显示衍射条纹，相当于同一电子
进行重复实验。这表明，单个电子的行为是随机的，无法精确预测，但服从一
定的几率统计。

• 综合以上，衍射图案中，亮条纹对应 极大，暗条纹对应 极小。

• 结论：微观粒子出现在空间某处的几率与该微观粒子的波函数 在该处
的取值成正比。
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微观粒子在某时刻，某处体积元 内出现的几率由密度 表示：

所以上图a, b之间的几率为

另有归一化条件

几率密度
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𝑑𝑟 𝑃 𝒓, 𝑡

𝑃 𝒓, 𝑡 Ψ 𝒓, 𝑡 Ψ ∗ 𝒓, 𝑡 · Ψ 𝒓, 𝑡

𝑃 𝑥, 𝑡 𝑑𝑥 Ψ 𝑥, 𝑡 𝑑𝑥

𝑃 𝑥, 𝑡 𝑑𝑥 Ψ 𝑥, 𝑡 𝑑𝑥 1



归一化条件

• 薛定谔方程是线性方程，所以 和 都是同一个薛定谔方程的解。

• 但是在计算几率的时候，归一化条件必须被满足。归一化系数推导：

• 另外，可以证明(英文教材29-30页)                                             所以归一化条件不受含时薛定谔
方程的影响。

Ψ 𝒓, 𝑡 𝐴 Φ 𝒓, 𝑡 Φ 𝒓, 𝑡

𝑃 𝑥, 𝑡 𝑑𝑥 1

Ψ 𝑥, 𝑡 𝑑𝑥 𝐴 Φ 𝒓, 𝑡 𝑑𝑥 1

𝐴
1

Φ 𝒓, 𝑡 𝑑𝑥
· 𝑒
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𝑑
𝑑𝑡 Ψ 𝑥, 𝑡 𝑑𝑥 0
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• 有了薛定谔方程，以及波函数必须满足的标准条件和归一化条件，原则上只
要知道了势场 的分布，就可解出波函数 ，即确定微观粒子的状态。

• 但波函数需要满足以下两个条件：

a. 在 的变化范围内，有限、单值、连续（含 连续）。

b. 归一化条件：

波函数的标准条件
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Ψ 𝒓, 𝑡𝑉 𝒓

Ψ 𝒓, 𝑡 𝒓
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• 波函数 和 实际上描述同一状态。描写同一状态的波函数最多相差一个
常数因子。

• 波函数 和 实际上描述同一状态。

• 波函数本身没什么物理含义， 并不代表某一物理量。但 有实质
的物理含义，即几率密度。

• 微观粒子的波动性：体现在几率密度 的波动。因此由 描述的波又称为几率波。

• 经典的波动不具有几率性质。

• 知道了微观粒子的波函数 ，实际上就可以得到描述性质的物理量的取值（量子化取值系
列、几率和平均值）。

• 微观粒子的波函数完全描述了微观粒子的状态， 又叫态函数。

几率波
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波函数的诠释

• 薛定谔给出的薛定谔方程能够正确地描述波函数的量子行为。但那时，物理学者尚未能解释波
函数的含义，薛定谔尝试用波函数来代表电荷的密度，但遭到失败。

• 1926年，玻恩提出几率幅的概念，成功地解释了波函数的物理意义。可是，薛定谔本人不赞同
这种统计或几率方法，如同爱因斯坦认为量子力学只是个决定性理论的统计近似，薛定谔永远
无法接受哥本哈根诠释。在他有生最后一年，他写给玻恩的一封信内，薛定谔清楚地表明了这
意见。

• 波函数的统计诠释得到了绝大多数物理学家的支持，波恩因此获得1954年诺贝尔物理学奖。

• 历史上，爱因斯坦、德布罗意、薛定谔为代表的少数物理学家，对波函数的统计诠释持不同观
点，有过长期争论，当争论限于纯理论领域，并无实验上的判据。

• 直到1960年代Bell等人的理论分析和以后的很多实验工作，都证实正统的量子力学预期与实验
一致。
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• 经典力学中，用粒子的坐标和动量可以完全描述粒子的运动状态，原则上可以
精确追踪粒子的运动轨迹。微观粒子具有波粒二象性，没有确定的坐标，因而
也没有确定的轨道。所以很多时候我们需要求物理量的平均值。

• 已知 可以求出 t 时刻粒子 x 坐标的平均值：

• 狄拉克符号体系下：

求物理量的平均值
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Ψ 𝒓, 𝑡

𝑥 𝑥𝑃 𝑥, 𝑡 𝑑𝑥 𝑥 Ψ 𝑥, 𝑡 𝑑𝑥 Ψ ∗ 𝒓, 𝑡 𝑥Ψ 𝒓, 𝑡 𝑑𝑥

𝑥 Ψ 𝑥 Ψ

左矢 右矢

与狄拉克量子代数的符号表示顺序一致



首先，让我们来求一下速度的平均值（英文教材32-33页）：

所以位置和动量平均值为:                                                      狄拉克算符：

位置和动量平均值

𝑑 𝑥
𝑑𝑡 𝑥

𝜕
𝜕𝑡 Ψ 𝑑𝑥

𝑖ℏ
2𝑚 𝑥

𝜕
𝜕𝑥 Ψ ∗

𝜕Ψ
𝜕𝑥

𝜕Ψ ∗

𝜕𝑥 Ψ 𝑑𝑥

𝑑 𝑥
𝑑𝑡

𝑖ℏ
2𝑚 Ψ ∗

𝜕Ψ
𝜕𝑥

𝜕Ψ ∗

𝜕𝑥 Ψ 𝑑𝑥
𝑖ℏ
𝑚 Ψ ∗

𝜕Ψ
𝜕𝑥 𝑑𝑥
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𝑝 𝑚
𝑑 𝑥

𝑑𝑡 𝑖ℏ Ψ ∗
𝜕Ψ
𝜕𝑥 𝑑𝑥

𝑥 Ψ ∗ 𝑥 Ψ𝑑𝑥

𝑝 Ψ ∗
ℏ
𝑖

𝜕
𝜕𝑥 Ψ𝑑𝑥

𝑥 Ψ 𝑥 Ψ

𝑝 Ψ ℏ
𝑖

𝜕
𝜕𝑥 Ψ
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考虑任意物理量

其平均值为：

以动能为例

任意物理量的平均值
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𝑄 𝑥, 𝑝 Ψ ∗𝑄 𝑥,
ℏ
𝑖

𝜕
𝜕𝑥 Ψ𝑑𝑥

𝑄 𝑥, 𝑝

𝑇
1
2 𝑚𝑣

𝑇
ℏ
2𝑚 Ψ ∗

𝜕
𝜕𝑥 Ψ𝑑𝑥
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• 同时测量动量和位置的不精确程度永大于某个固定值，该值可由普朗克常数
估计：

不确定性原理
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波长可以精确定义但位置无法精确定义的波

位置可以精确定义但波长无法精确定义的波

𝜎 · 𝜎
ℏ
2
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态的叠加原理

• 微观粒子具有波动性，会产生衍射图样。而干涉和衍射的本质在于波的叠加性
，即可相加性，两个相加波的干涉的结果产生衍射。

• 因此，同光学中波的叠加原理一样，量子力学中也存在波叠加原理。因为量子
力学中的波，即波函数决定体系的状态，称波函数为状态波函数，所以量子力
学的波叠加原理称为态叠加原理，以区别于经典场景下的波叠加原理。
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• 在数学上，薛定谔方程是线性偏微分方程。在一定势场下方程往往有多个解
这些解的线性叠加也必然是方程的解：

• 在物理意义上， 是微观粒子可能具有的一系列状态，这些状态的线性叠加所
得到的态 也是微观粒子的一个可能态。此即态的叠加原理。

• 但是，量子力学中态的叠加与经典波动的叠加有本质的不同。 对叠加态 物理量的
测量不确定，各自出现的几率为恒定。

1 2, , ,  n     

1 1 2 2 +c
   

n n

n n
n

c c
c

          

 

n n
n

c  

1 2, , ,   n     

n n
n

c  

线性方程
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光子偏振态的叠加

如果我们考虑一个光学的线性偏振片。在量子力学里，对于一个光子，究竟是通过偏振片还是被
偏振片吸收，只能给予几率性的回答。至于通过晶片的过程中，一个光子怎样改变了偏振态，量
子力学理论并不能回答。从量子力学看来，应该按照态叠加原理来理解这个实验：即一个偏振方
向与晶轴成α角的光子，部分地处于沿晶轴方向偏振的态ψx,部分地处在与晶轴方向垂直的态ψy。
两个量子态的线性叠加即为：

25 25薛定谔方程
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• 教材David J. Griffiths, and Darrell F. Schroeter, Introduction to Quantum Mechanics (3rd Edition), Cambridge 
University Press (2018). 第1.1-1.6小节。

• 仲顺安等，理论物理导论（第3版），北京理工大学出版社。第2.1-2.4小节的内容。
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C2-2定态方程和势阱中的电子

27



• 粒子波函数和薛定谔方程
a. 从经典波动方程的解 出发，引入物质波假设 和能量量

子化假设 ，构造出粒子波函数:

b. 从粒子波函数出发，构造出力场中的亚原子粒子的波动方程，即薛定谔方程：

c. 早期实验证据包括氢原子轨道模型和电子衍射实验。

d. 薛定谔方程必须满足连续性条件和归一化条件。

e. 薛定谔方程是一个线性方程，任意方程解的线性组合也是方程的解。由此可得出量子力学
中极为重要的态叠加原理，即经典物理中波叠加原理的几率波版本。

f. 几率诠释引出了物理量的统计描述，比如平均值概念和不确定性原理。

课程回顾
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Ψ 𝐴 𝑒𝑥𝑝 𝑖 𝒌 · 𝒓 𝜔𝑡 𝜑 𝜆 ℎ/𝑝
𝜈 𝐸/ℎ

Ψ 𝐴 𝑒𝑥𝑝
𝑖
ℏ 𝒑 · 𝒓 𝐸𝑡

𝑖ℏ
𝜕Ψ
𝜕𝑡

ℏ
2𝑚 𝛻 Ψ 𝑉Ψ



薛定谔方程的解

• 理论上只要 已知，可以求出薛定谔方程的解，但含时方程的求解过程是
复杂的。

• 如果我们转变一下思路，观察一下薛定谔方程的解，即粒子波函数的特点。

• 粒子波函数的位置和时间部分可以分离变量！

• 考虑到薛定谔方程的归一化条件不受含时演化的影响，有没有可能构造出一个
定态的薛定谔方程？

𝑖ℏ
𝜕Ψ
𝜕𝑡

ℏ
2𝑚 𝛻 Ψ 𝑉Ψ

𝑉 𝒓, 𝑡

Ψ 𝐴 𝑒𝑥𝑝
𝑖
ℏ 𝒑 · 𝒓 𝐸𝑡 𝐴 𝑒𝑥𝑝

𝑖
ℏ 𝒑 · 𝒓 𝑒𝑥𝑝

𝑖
ℏ 𝐸𝑡
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当势场 不显含时间，则可以把方程简化。这时方程的解可以分解为两个因式：

⸫

带入薛定谔方程得到：

分离变量后得到：

定态薛定谔方程
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𝑉 𝒓

Ψ 𝒓, 𝑡 𝜓 𝒓 𝜑 𝑡

𝜕Ψ
𝜕𝑡 𝜓

𝜕𝜑
𝜕𝑡 ,  

𝜕 Ψ
𝜕𝑟 𝜑

𝜕 𝜓
𝜕𝑟

𝑖ℏ𝜓
𝜕𝜑
𝜕𝑡

ℏ
2𝑚 𝜑𝛻 𝜓 𝑉𝜓𝜑 𝑖ℏ

1
𝜑

𝜕𝜑
𝜕𝑡

ℏ
2𝑚

1
𝜓 𝛻 𝜓 𝑉

𝑖ℏ
1
𝜑

𝜕𝜑
𝜕𝑡 𝐸

ℏ
2𝑚

1
𝜓 𝛻 𝜓 𝑉 𝐸

𝜑 𝑡 𝑒 /ℏ

ℏ
2𝑚 𝛻 𝜓 𝑉𝜓 𝐸𝜓

含时演化

定态薛定谔方程



• 定态波函数

• 自由粒子的波函数（薛定谔方程含时通解）

• 解薛定谔方程的过程简化为

薛定谔方程的含时通解
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𝜓 𝒓

Ψ 𝒓, 𝑡 𝐴 𝑒 ⃑·𝒓 ℏ⁄ 𝑒 /ℏ 𝜓 𝒓 𝑒 /ℏ

解定态薛定谔方程 𝜓 𝒓 Ψ 𝒓, 𝑡 𝜓 𝒓 𝑒 /ℏ



定态波函数

• 定态波函数需要满足连续性条件和归一化条件。产生粒子能量量子化的结果。

• 几率密度：粒子状态不随时间变化

• 物理量的平均值： 可以写为定态波函数的形式

• 态叠加原理

𝑄 𝑥, 𝑝 𝜓∗𝑄𝜓𝑑𝑥 𝜓∗𝑄 𝑥,
ℏ
𝑖

𝜕
𝜕𝑥 𝜓𝑑𝑥

𝑄 𝑥, 𝑝

Ψ 𝒓, 𝑡 𝑐 Ψ 𝒓, 𝑡 𝑐 𝜓 𝒓 𝑒 /ℏ

Ψ 𝒓, 𝑡 Ψ 𝒓, 𝑡 ∗Ψ 𝒓, 𝑡 𝜓 𝒓 ∗𝑒 /ℏ𝜓 𝒓 𝑒 /ℏ 𝜓 𝒓
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哈密顿量

• 在经典物理中，体系的总能量（即动能和势能的和）称之为体系的哈密顿量。

• 其所对应的哈密顿量算符为（考虑到 ）

• 定态薛定谔方程可以简化为

• 系统的能量平均值为

𝐻 𝑥, 𝑝
𝑝
2𝑚 𝑉 𝑥

𝐻
ℏ
2𝑚

𝜕
𝜕𝑥 𝑉 𝑥

𝑝
ℏ
𝑖

𝜕
𝜕𝑥

𝐻𝜓 𝐸𝜓
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𝐻 𝜓∗𝐻𝜓𝑑𝑟 𝐸 𝜓 𝑑𝑥 𝐸

本征值问题



一维无限深势阱

势能函数

微观粒子具有有限能量，故只能在 范围内运动。

34

求解定态方程分四步：

a. 列出各势域的一维定态方程。

b. 各势域分别解方程。

c. 使用波函数边界条件定解。

d. 定归一化系数。

薛定谔方程

𝑉 𝑥 0                    0 𝑥 𝑎
∞               𝑥 0, 𝑥 𝑎

0 𝑥 𝑎



由于 不显含时间，属于定态问题

势阱内粒子的一维定态薛定谔方程（ ）:

令 则定态薛定谔方程改写为

观察可得通解为

其中常数A和B由边界条件和归一化条件决定。

解定态薛定谔方程
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𝑉 𝑥
𝑉 𝑥 0

ℏ
2𝑚 𝛻 𝜓 𝑉𝜓 𝐸𝜓

ℏ
2𝑚

𝑑 𝜓
𝑑𝑥 𝐸𝜓 0 𝑥 𝑎

𝑘
2𝑚𝐸

ℏ 𝑑
𝑑𝑥 𝜓 𝑘 𝜓 0

𝜓 𝑥 𝐴 sin 𝑘𝑥 𝐵 cos 𝑘𝑥 0 𝑥 𝑎



k值量子化！

边界条件

边界条件（连续性条件） 得到：

考虑非平凡解 得到

⸫

36

0A 

, 1, 2, 3nk n
a


  

薛定谔方程

𝜓 0 𝜓 𝑎 0

𝐵 0
𝐴 sin 𝑘𝑎 0

sin 𝑘𝑎 0

𝑘𝑎 𝑛𝜋



定态波函数

解得波函数为：

归一化条件：

注意：1. n不能取0。2.     和 表示的是同一状态，不给出新解。3. 在 区域内， 和
一一对应。
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𝜓 𝑥 𝐴 sin 𝑘𝑥 𝐴 sin
𝑛𝜋
𝑎 𝑥

𝜓∗ 𝜓 𝑑𝑥 1

𝐴 sin
𝑛𝜋
𝑎 𝑥 𝑑𝑥 1 𝐴 2 𝑎⁄

𝑘
2𝑚𝐸

ℏ
𝑎

𝑛𝜋 𝐸
ℏ 𝑘
2𝑚 𝑛

𝜋 ℏ
2𝑚𝑎 𝑛 𝐸

𝜓 𝜓 0 𝑥 𝑎 𝜓 𝐸

𝜓 𝑥 2 𝑎⁄ sin
𝑛𝜋
𝑎 𝑥定态波函数：

能量量子化!E1为基态能量

本征函数

本征能量



• 能量不连续：

• 能量量子化是一切束缚态粒子的共性！

• 能量间隔：

• 能量间隔不等，能量越高，间隔越大。

• 基态能量：

能量量子化
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𝐸 𝑛
𝜋 ℏ
2𝑚𝑎 𝑛 𝐸

Δ𝐸 𝐸 𝐸
𝜋 ℏ
2𝑚𝑎 𝑛 1 𝑛

𝜋 ℏ
2𝑚𝑎 2𝑛 1

𝐸
𝜋 ℏ
2𝑚𝑎 0

基态

第一激发态

第二激发态

第三激发态



几率分布

• 能量为 的粒子，在 处出现几率最大。

• 能量为 的粒子，在 , 处出现几率最大

• …
• 波函数有驻波形式。 当n大时，德布罗意波长短。在阱

内各点上，粒子出现的几率不同，节点处，几率为0。

39

  2
x x

3

2

1

2 33, sin( )

2 22, sin( )

21, sin( )

n x
a a

n x
a a

n x
a a







 

 

 

薛定谔方程

𝐸 𝑥 𝑎/2
𝐸 𝑥 𝑎/4 𝑥 3𝑎/4



薛定谔方程的解析结果

• 无限深势阱

• 有限深势阱

• 多势阱、 delta势阱

• 氢原子

• 谐振子

• 自由粒子、散射、遂穿

• …
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求解定态方程分四步：

a. 列出各势域的一维定态方程。

b. 各势域分别解方程。

c. 使用波函数边界条件定解。

d. 定归一化系数。

复杂体系的解：

a. 微扰方法（以耦合模理论为例）

b. 数值方法（以eigenfunction.m程序
为例）



41

• 解题思路：

猜出波函数解的形式

利用连续性条件， 在 处连续，得到：

一维有限深势阱

ℏ
2𝑚

𝑑 𝜓
𝑑𝑥 𝑉 𝜓 𝐸𝜓

𝜓 𝑥 𝐹𝑒 ,                                    𝑥 𝑎
𝜓 𝑥 𝐴 sin 𝑘𝑥 𝐵 cos 𝑘𝑥 , 𝑎 𝑥 𝑎
𝜓 𝑥 𝐺𝑒 ,                                      𝑥 𝑎

𝜓, 𝑑𝜓 𝑑𝑥⁄ 𝑎, 𝑎

𝜉
𝑥
𝑎 , 𝑘

𝜋
𝑎 𝜀, 𝑐

cos 𝜋
2 𝜀

𝑒𝑥𝑝 𝜋
2 𝑣 𝜀

, 𝑠
sin 𝜋

2 𝜀

𝑒𝑥𝑝 𝜋
2 𝑣 𝜀

, 𝜀
𝐸

𝐸 , 𝑣
𝑉
𝐸

对称： 反对称：

其中：

薛定谔方程



• 哈密顿量：

微扰情况下，构造出耦合模方程

能量本征值

波函数的解为

耦合模方程
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𝐻
ℏ
2𝑚

𝑑
𝑑𝑧 𝑉 𝑉



本征值程序

程序eigenfunction.m 解定态薛定谔方程 （程序使用Matlab R2015b开发）𝐻𝜓 𝐸𝜓
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三角势阱数值结果
（删除程序中第22行的注释符号%）

无限深势阱数值结果
（直接运行程序）

势能 势能

波函数 波函数

E1 E2

E3 E4

E1 E2

E3 E4



参考文献

• 定态方程和势阱中的电子主要参考：

• 教材David J. Griffiths, and Darrell F. Schroeter, Introduction to Quantum Mechanics (3rd Edition), Cambridge 
University Press (2018). 第2.1-2.2小节。

• 仲顺安等，理论物理导论（第3版），北京理工大学出版社。第2.5小节的内容。
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C2-3简谐振子模型和光子

45



• 定态薛定谔方程和势阱中的电子
a. 分离粒子波函数中时间项和空间项 得

到描述定态波函数 的薛定谔方程：

b. 定态波函数同样需要满足连续性条件和归一化条件。

c. 求解定态薛定谔方程可以看作求解哈密顿量的本征值和本征函数的问题

d. 求解过程分为四步：（1）列出各势域的定态方程；（2）各势域分别解方程；（3）使用波
函数边界条件即连续性条件定解；（4） 定归一化系数。

e. 一维无限深势阱中电子的定态波函数求解以及量子化的能级。

f. 复杂体系可以依靠微扰方法（以耦合模理论为例）和数值方法（以Matlab程序为例）定解。

课程回顾
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ℏ
2𝑚 𝛻 𝜓 𝑉𝜓 𝐸𝜓

Ψ 𝐴 𝑒𝑥𝑝
𝑖
ℏ 𝒑 · 𝒓 𝐸𝑡 𝐴 𝑒𝑥𝑝

𝑖
ℏ 𝒑 · 𝒓 𝑒𝑥𝑝

𝑖
ℏ 𝐸𝑡

𝜓 𝒓

𝐻𝜓 𝐸𝜓



一维简谐振子

自然界广泛存在简谐振动，任何体系在平衡位置附近的振
动，例如分子振动、晶格振动、原子核表面振动以及辐射
场的振动等往往都可以分解成若干彼此独立的一维简谐振
动。简谐振动往往还作为复杂运动的初步近似，所以简谐
振动的研究，无论在理论上还是在应用上都很重要。
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若取 ，即平衡位置处于势能零点 ，则：

量子力学中的线性谐振子就是指在该式所描述的势场中运
动的粒子。

𝑉
1
2 𝑘𝑥

1
2 𝑚𝜔 𝑥

𝑥 0 𝑉 0

𝐹 𝑥
𝑑𝑉
𝑑𝑥 𝑘𝑥, 𝜔 𝑘 𝑚⁄

𝑉 𝑥

𝐸 𝑇 𝑉
𝑝
2𝑚

1
2 𝑚𝜔 𝑥
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简谐振动和简谐波

薛定谔方程

𝜔 𝑘 𝑚⁄

弹簧振子

LC	回路

• 简谐振动所产生的波称做简谐波

• 简谐波可以用含时的正弦和余弦函数来表示

𝑥 𝑡 𝑥 sin 𝜔𝑡 𝜑 ~𝑥 sin 𝜔𝑡

𝑥

𝑝 𝑡 𝑚
𝑑𝑥
𝑑𝑡 𝑝 cos 𝜔𝑡 𝜑 ~𝑝 cos 𝜔𝑡

𝑝 𝑚𝜔𝑥

𝐸
𝑝
2𝑚

1
2 𝑚𝜔 𝑥

1
2𝑚 𝑝 cos 𝜔𝑡

𝑚𝜔
2 𝑥 sin 𝜔𝑡

𝑥



电磁波

电磁场能量密度：

正方体V内的能量：

定义：

经典谐振子：

𝑈
1
2 𝜀 ℰ

1
2

𝐵
𝜇

𝐸
𝑉
4 𝜀 ℰ sin 𝜔𝑡

𝐵
𝜇 cos 𝜔𝑡

𝑞 𝑡
𝜀 𝑉
2𝜔

/
ℰ sin 𝜔𝑡

𝑝 𝑡
𝑉

2𝜇

/

𝐵 cos 𝜔𝑡

∴ 𝐸
1
2 𝑝 𝜔 𝑞

𝐸
1
2

𝑝
𝑚 𝑚𝜔 𝑥 动能和势能

磁场和电场
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𝐵 ℰ 𝑐⁄

ℰ

ℰ

ℰ0



⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

一维简谐振子的定态方程：

令

构造

引入对易关系

定态方程
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ℏ
2𝑚

𝑑 𝜓
𝑑𝑥

1
2 𝑚𝜔 𝑥 𝜓 𝐸𝜓

❶

1
2𝑚 𝑝 𝑚𝜔𝑥 𝜓 𝐸𝜓𝑝 ≡

ℏ
𝑖

𝑑
𝑑𝑥 ∴  𝐻

1
2𝑚 𝑝 𝑚𝜔𝑥

𝑎
1

2ℏ𝑚𝜔
∓𝑖𝑝 𝑚𝜔𝑥

𝑎 𝑎
1

2ℏ𝑚𝜔 𝑖𝑝 𝑚𝜔𝑥 𝑖𝑝 𝑚𝜔𝑥
1

2ℏ𝑚𝜔 𝑝 𝑚𝜔𝑥 𝑖𝑚𝜔 𝑥𝑝 𝑝𝑥

𝐴, 𝐵 ≡ 𝐴𝐵 𝐵𝐴

∴  𝑎 𝑎
1

2ℏ𝑚𝜔 𝑝 𝑚𝜔𝑥
𝑖

2ℏ 𝑥, 𝑝



⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯位移和动量的对易关系：

或者

的对易关系

对易关系
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❷

𝑥, 𝑝 𝑓 𝑥 𝑥
ℏ
𝑖

𝜕
𝜕𝑥 𝑓

ℏ
𝑖

𝜕
𝜕𝑥 𝑥𝑓

ℏ
𝑖 𝑥

𝑑𝑓
𝑑𝑥 𝑥

𝑑𝑓
𝑑𝑥 𝑓 𝑖ℏ𝑓 𝑥

𝑥, 𝑝 𝑖ℏ

𝑎 𝑎
1

2ℏ𝑚𝜔 𝑝 𝑚𝜔𝑥
𝑖

2ℏ 𝑥, 𝑝
1

ℏ𝜔 𝐻
1
2

𝑎 𝑎 1
ℏ𝜔 𝐻 1

2
𝐻 ℏ𝜔 𝑎 𝑎 1

2

𝑎 , 𝑎 1

𝑎 𝑎 1
ℏ𝜔 𝐻 1

2
𝐻 ℏ𝜔 𝑎 𝑎 1

2

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ❸𝑎



考虑作用在波函数上的

如果 是 的解，则 是 的解

如果 是 的解，则 是 的解

产生消灭算符
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𝐻 𝑎 𝜓 ℏ𝜔 𝑎 𝑎
1
2 𝑎 𝜓 ℏ𝜔 𝑎 𝑎 𝑎

1
2 𝑎 𝜓 𝑎 ℏ𝜔 𝑎 𝑎

1
2 𝜓

𝑎 ℏ𝜔 𝑎 𝑎
1
2 1 𝜓 𝑎 𝐻 ℏ𝜔 𝜓 𝐸 ℏ𝜔 𝑎 𝜓

𝑎 , 𝑎 1

𝐻 𝑎 𝜓 ℏ𝜔 𝑎 𝑎
1
2 𝑎 𝜓 ℏ𝜔 𝑎 𝑎 𝑎

1
2 𝑎 𝜓 𝑎 ℏ𝜔 𝑎 𝑎

1
2 𝜓

𝑎 ℏ𝜔 𝑎 𝑎
1
2 1 𝜓 𝑎 𝐻 ℏ𝜔 𝜓 𝐸 ℏ𝜔 𝑎 𝜓

𝑎

𝜓 𝐻𝜓 𝐸𝜓 𝑎 𝜓 𝐻𝜓 𝐸 𝜓 𝐸 ℏ𝜔 𝜓

𝜓 𝐻𝜓 𝐸𝜓 𝑎 𝜓 𝐻𝜓 𝐸 𝜓 𝐸 ℏ𝜔 𝜓



假设存在最低能级

从❶式可得

得到

归一化后

考虑到 和

零点能

53薛定谔方程

𝜓 𝑎 𝜓 0

1
2ℏ𝑚𝜔

ℏ
𝑑

𝑑𝑥 𝑚𝜔𝑥 𝜓 0

𝑑𝜓
𝑑𝑥

𝑚𝜔
ℏ 𝑥𝜓

𝜓 𝑥 𝐴𝑒𝑥𝑝
𝑚𝜔
2ℏ 𝑥

𝜓 𝑥
𝑚𝜔
𝜋ℏ

⁄
𝑒𝑥𝑝

𝑚𝜔
2ℏ 𝑥

ℏ𝜔 𝑎 𝑎
1
2 𝜓 𝐸 𝜓 𝑎 𝜓 0 𝐸

1
2 ℏ𝜔 真空零点能



考虑第n个能级有

定态波函数 满足

简谐振子的波函数互相正交

粒子数算符
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𝐸 𝐸 𝑛ℏ𝜔 𝑛
1
2 ℏ𝜔

𝜓 𝐻𝜓 ℏ𝜔 𝑎 𝑎
1
2 𝜓 𝑛

1
2 ℏ𝜔𝜓 𝐸 𝜓

𝑎 𝑎 𝜓 𝑛𝜓

粒子数算符 𝑛 𝑎 𝑎

𝜓
1
𝑛!

𝑎 𝜓

𝜓∗ 𝜓 𝑑𝑥 𝛿

第n个波函数



小结：简谐振子的能级

• 简谐振子的能量

• 能量间隔

• 零点能

• 零点能量不等于零是量子力学中特有的，是微观粒子
波粒二象性的表现，能量为零的静止的波是没有意义
的。零点能也反映了空间的量子性质，绝对的真空或
者孤立的空间是不存在的。

55

1( ) , 0, 1, 2, 3,
2

     nE n n    

1n nE E E     

0
1
2

E  

线性谐振子的能级

薛定谔方程



小结：简谐振子的波函数

• 波函数的波节数对应于其量子数

• 第n能级的波函数表达式

• 波函数相互正交 𝜓∗ 𝜓 𝑑𝑥 𝛿

𝜓
1
𝑛!

𝑎 𝜓
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粒子数表象下的狄拉克符号

粒子数表象（number state representation ）

定态薛定谔方程

产生消灭算符

波函数

正交性

粒子数算符

𝜓 ≡ |𝑛⟩

𝐻|𝑛⟩ 𝐸 |𝑛⟩ 𝑛
1
2 ℏ𝜔|𝑛⟩

⟨𝑚|𝑛⟩ 𝛿

𝑎 |𝑛⟩ 𝑛 1 / |𝑛 1⟩
𝑎 |𝑛⟩ 𝑛 / |𝑛 1⟩

|𝑛⟩
1
𝑛!

𝑎 |0⟩ 𝑎 |0⟩ 0

57薛定谔方程

𝑎 𝑎 |𝑛⟩ 𝑛 / 𝑎 |𝑛 1⟩ 𝑛|𝑛⟩



⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

解析法(不做要求)

一维简谐振子的定态方程：

等式两边除以 得到

为了简化方程，引入两个新的变量

得到简化的一维简谐振子定态方程：

ℏ
2𝑚

𝑑 𝜓
𝑑𝑥

1
2 𝑚𝜔 𝑥 𝜓 𝐸𝜓

𝜉
𝑚𝜔

ℏ 𝑥,  𝜆
2𝐸
ℏ𝜔

𝑑 𝜓

𝑑 𝑚𝜔
ℏ 𝑥

2𝐸
ℏ𝜔

𝑚𝜔
ℏ 𝑥 𝜓 0

ℏ𝜔 2⁄

ℏ
𝑚𝜔

𝑑 𝜓
𝑑𝑥

𝑚𝜔
ℏ 𝑥 𝜓

2𝐸
ℏ𝜔 𝜓

𝑑 𝜓
𝑑𝜉 𝜆 𝜉 𝜓 0 ❹
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求解定态方程(不做要求)

为求解方程，我们先看一下它的渐近解，即当 时波函数 的行为。在此情
况下， ，于是方程变为：

其解为

验证解的正确性

𝑑 𝜓
𝑑𝜉 𝜆 𝜉 𝜓 0

𝜉 → ∞ 𝜓
𝜆 ≪ 𝜉 𝑑 𝜓 

𝑑𝜉 𝜉 𝜓 

𝜓 exp 𝜉 /2

𝑑 𝜓 
𝑑𝜉

𝑑
𝑑𝜉 𝜉𝜓 𝜓 𝜉

𝑑𝜓 
𝑑𝜉 𝜉 1 𝜓 𝜉 𝜓 

𝑑𝜓 
𝑑𝜉

𝑑
𝑑𝜉 exp 𝜉 /2 𝜉exp 𝜉 /2 𝜉𝜓 

∴ 𝜓 𝑐 exp 𝜉 /2 𝑐 exp 𝜉 /2应用态叠加原理
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其中 H(ξ) 必须满足波函数的单值、有限、连续的标准条件。即：
①当ξ有限时，H(ξ)有限；
②当ξ→  ∞时，H(ξ)的行为要保证ψ(ξ)→ 0。

波函数条件(不做要求)

波函数连续有限：

归一化条件：

所以一维简谐振子波函数在 处的渐进解为：

我们不妨设置波函数的解析式为

𝑐 0

𝑐 1

𝜓 exp 𝜉 /2𝜉 → ∞

𝜓 𝜉 𝐶𝐻 𝜉 exp 𝜉 /2 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ❺
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厄米方程(不做要求)

将❺代入❶式得到

用常微分方程的幂级数解法求厄米方程满足有限性条件的有限解，可得厄米方程本征值问题的本
征值

和哈密顿量

2

2

( ) ( )2 ( 1) ( ) 0d H dH H
d d

   
 

   

2 1, 0, 1, 2, 3,    n n n     

2 ( 2) 2( 2)!( ) (2 ) ( 1)(2 ) ( 1) (2 )
( 2)!

n n n n n
n

nH n n
n

         

厄米多项式
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厄米多项式(不做要求)

我们来看几个厄米多项式

厄米多项式的微分形式

厄米多项式的积分公式

0

1
2

2
3

3
4 2

4
5 3

5

1
2

4 2

8 12

16 48 12

32 160 120

H
H

H

H

H

H





 

 

  





 

 

  

  

2 2( ) ( 1)
n

n
n n

dH e e
d

 


 

2 2 ( ) 2 !n
ne H d n   
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本征波函数(不做要求)

归一化

运用积分公式

求得归一化常数

本征波函数：

2 2( ) ( )n n nC H e     2 2 2( ) ( )x
n n nx C e H x 

*( ) ( ) 1n nx x dx 





2 2 ( ) 2 !n
ne H d n   

 




1 2( )
2 !n n

C
n






2 21 2 2( ) ( ) ( )
2 !

x
n nn

x e H x
n

 




x 
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能量本征值(不做要求)

含时间的本征波函数

由 和 可得线性谐振子的能量本征值

2 21 2 2

( , ) ( )exp( )

( ) ( )exp( )
2 !

            

n n n

x
n nn

ix t x E t

ie H x E t
n





 




  

 





2E





2 1n n  

1( ) , 0, 1, 2, 3,
2

    nE n n    

64薛定谔方程



参考文献

• 简谐振子模型和光子主要参考：

• 教材David J. Griffiths, and Darrell F. Schroeter, Introduction to Quantum Mechanics (3rd Edition), Cambridge 
University Press (2018). 第2.3小节。

• 仲顺安等，理论物理导论（第3版），北京理工大学出版社。第2.6小节的内容。
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C2-4矩阵表示和数值求解
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• 简谐振子模型和光子

a. 简谐振子能量 和电磁波能量 具有相似性。因此简谐振子

能量量子化的过程对应于电磁波能量量子化的过程，后者即光子的概念。

b. 从一维简谐振子的薛定谔方程出发 ，通过定义产生消灭算符

得到方程可迭代产生的新解 和 。 代表能量量子化之后粒子数的产生消灭

过程， 代表能量量子化后的粒子数算符。

c. 由此得到简谐振子量子化后的能级 ，以及零点能量 。

d. 推导过程中介绍了位置和动量之间的不对易性，以及产生消灭算符之间的不对易性，以及

本征波函数的正交性。

课程回顾
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𝐸
𝑝
2𝑚

1
2 𝑚𝜔 𝑥 𝐸

1
2 𝑝 𝜔 𝑞

ℏ
2𝑚

𝑑 𝜓
𝑑𝑥

1
2 𝑚𝜔 𝑥 𝜓 𝐸𝜓 𝑎

𝑎 𝜓 𝐸 ℏ𝜔 𝑎

𝐸 𝑛
1
2 ℏ𝜔 𝐸

1
2 ℏ𝜔

𝑛 𝑎 𝑎



• 对易关系： 。如果 ， 可对易，则 和 之间满足乘法交换律；反
之 ， 不可对易，则不满足乘法交换律。

• 不符合交换律的日常例子：三维旋转。

• 一般情况下，矩阵乘法不符合交换律 ，这也是矩阵力学的出发点。

对易关系和交换律
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𝐴, 𝐵 ≡ 𝐴𝐵 𝐵𝐴 𝐴, 𝐵 0 𝐴 𝐵

旋转A

旋转B

𝐴𝐵 𝐵𝐴

旋转A

旋转B

𝐴, 𝐵
𝐴, 𝐵𝐴, 𝐵 0
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数值计算中的波函数

薛定谔方程

• 将波函数在x方向上差分

• 设 为基函数，那么波
函数可以看作定义在基函数上一个矢量：

• 由归一化条件可知：

𝜑

𝜑

𝜑

𝛿 𝑥 𝑛 · Δ𝑥 , 𝑛 1,2,3 … 𝑁 1, 𝑁

|𝜓⟩

𝜑
𝜑
𝜑
⋯

𝜑
𝜑

and ⟨𝜓| 𝜑∗ 𝜑∗ 𝜑∗ ⋯ 𝜑∗ 𝜑∗

⟨𝜓|𝜓⟩ 1

𝜓 𝑥 𝜑 𝛿 𝑥 𝑛 · Δ𝑥



基矢量

• 定义基矢量

• 正交归一性

• 基矢量之间形成一个N维的希尔伯特空间。空间中的矢量是基矢量的线性组合。

𝛿 𝛿 𝑥 𝑛 · Δ𝑥

|𝜹𝟏⟩

1
0
0
⋯
0
0

, |𝜹𝟐⟩

0
1
0
⋯
0
0

, |𝜹𝟑⟩

0
0
1
⋯
0
0

, |𝜹𝑵 𝟏⟩

0
0
0
⋯
1
0

, |𝜹𝑵⟩

0
0
0
⋯
0
1

⋯ ⋯ ⋯

𝜹𝒎|𝜹𝒏⟩ 𝛿
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𝜑 𝜹 𝜓⟩

|𝜓⟩ 𝜑 |𝜹𝒏⟩ |𝜹𝒏⟩ 𝜹 𝜓⟩ |𝜹𝟏⟩

|𝜹𝟐⟩

|𝜹𝟑⟩
|𝜓⟩



不同的基函数

简谐振子模型定义了一组相互正交的波函数

写成狄拉克量子代数的形式：

定义一组基矢量为 对于任意波函数矢量 有

同时

𝜓
1
𝑛!

𝑎 𝜓 𝜓∗ 𝜓 𝑑𝑥 𝛿
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𝜓 |𝜓 ⟩ 𝛿

|𝜓 ⟩ |𝛼⟩ 𝛼 𝜓 𝛼⟩

|𝛼⟩ 𝛼 |𝜓 ⟩ |𝜓 ⟩ 𝜓 𝛼⟩ |𝜹𝒏⟩ 𝜹 𝛼⟩
|𝜓 ⟩

|𝜓 ⟩

|𝜓 ⟩
|𝛼⟩



数值计算中的算符

我们来看一下动能

将动能作用在波函数上

定义：

其中

动能平均值（期望值）可以表示为
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𝑇
ℏ
2𝑚

𝜕
𝜕𝑥

𝑇𝜑
ℏ
2𝑚

𝜑 2𝜑 𝜑
∆𝑥

ℏ
2𝑚∆𝑥 · 𝜑 2𝜑 𝜑

𝑻|𝜓⟩ 𝜒

2 1 0
1 2 1
0 1 2

⋯ 0        0
⋯ 0        0
⋯ 0        0

⋯ ⋯ ⋯
0    0    0
0    0    0

⋯ ⋯ ⋯
⋯ 2     1
⋯ 1 2

𝜑
𝜑
𝜑
⋯

𝜑
𝜑

𝑇 ⟨𝜓|𝑻|𝜓⟩

𝜒
ℏ

2𝑚∆𝑥



本征值问题

考虑薛定谔方程

哈密顿量在基函数 下可表达为

𝐻𝜓 𝐸𝜓

𝛿 𝑥 𝑛 · Δ𝑥 , 𝑛 1,2,3 … 𝑁 1, 𝑁

𝑯 𝑻 𝑽 𝜒

2 1 0
1 2 1
0 1 2

⋯ 0        0
⋯ 0        0
⋯ 0        0

⋯ ⋯ ⋯
0    0    0
0    0    0

⋯ ⋯ ⋯
⋯ 2     1
⋯ 1 2

𝑉 0 0
0 𝑉 0
0 0 𝑉

⋯ 0       0
⋯ 0       0
⋯ 0       0

⋯ ⋯ ⋯
0 0 0
0 0 0

⋯ ⋯ ⋯
⋯ 𝑉 0
⋯ 0    𝑉
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∴   𝑯

 2𝜒 𝑉 𝜒 0
      𝜒 2𝜒 𝑉 𝜒

      0 𝜒 2𝜒 𝑉

⋯            0                 0
⋯            0                 0
⋯            0                 0

   ⋯             ⋯            ⋯
   0              0             0
   0              0             0

       ⋯    ⋯  ⋯
       ⋯ 2𝜒 𝑉 𝜒
       ⋯ 𝜒 2𝜒 𝑉

❶⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯



薛定谔定态方程转换为一个将矩阵本征值问题

在Matlab程序eigenfunction.m，我们根据❶式定义了哈密顿量矩阵元素，然后使用了求解矩阵本征
值问题的函数eig()。

定义 其中

注意：在eig()中，phi(:, n)已经做了归一化，也就是sum(phi(:, n)^2)=1。所以phi(:, n)^2的物理意义
相当于波函数归一化条件中的

数值求解薛定谔方程

74薛定谔方程

𝑯|𝜓⟩ 𝐸|𝜓⟩𝐻𝜓 𝐸𝜓

phi, 𝐷 eig 𝐻

phi 𝚽 𝜙 𝜙 𝜙 ⋯ 𝜙 𝜙 𝜙 |𝜓⟩

𝐷 𝑬 𝐸 |𝜹𝒏⟩⟨𝜹𝒏|



参考文献

• 矩阵表示和数值求解主要参考：

• 教材David J. Griffiths, and Darrell F. Schroeter, Introduction to Quantum Mechanics (3rd Edition), Cambridge 
University Press (2018). 第2.3小节。

• 仲顺安等，理论物理导论（第3版），北京理工大学出版社。第2.6小节的内容。
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第二章小结(1)

• 求解定态薛定谔方程
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ℏ
2𝑚 𝛻 𝜓 𝑉𝜓 𝐸𝜓

• 求解定态方程分四步：

a. 列出各势域的一维定态方程。

b. 各势域分别解方程。

c. 使用波函数边界条件定解。

d. 定归一化系数。

• 复杂体系的解：

a. 微扰方法（以耦合模理论为例）

b. 数值方法（以eigenfunction.m程序为例）



第二章小结(2)

• 量子力学的基本概念
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a. 波粒二象性

b. 不确定性原理

c. 量子态叠加原理

d. 几率诠释

e. 波的连续性条件和归一化

f. 对易关系

g. 线性方程和矩阵表达

h. 量子代数和狄拉克符号


